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Az (1, 6)-feladat egy megoldasa
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Rekurziv megoldasok
Az (1, n)-problémacsaladdal foglalkozunk, ebbdl az altalanos probléma
megoldasa adodik diszjunkt S; halmazokra, ha minden S;-t egy szognek
tekintlnk. A szabad csoport egy szava pontosan akkor reprezentalja
az (1, n)-probléma megoldasat, ha nem egyszerusitheto Ures széva, de
ha barmely generald karaktert (az inverzevel egyutt) toroljuk a szobal,
a maradek kifejezés az Ures szdva egyszerusitheto.

Az n = 2 esetben az abran is lathato [xq, x;] = xlxzxflxgl flzés meg-
oldas. Valamint ha n; + n, = n, tovabba M,, és M,, rendre az (1, ny)-
problema eés az (1, n,)-probléma egy-egy megoldasa (diszjunkt szim-
bolumhalmazokkal), akkor konnyU belatni, hogy [M,,,M,,] az (1, n)-
probléma megoldasa. A megoldasok hosszara vonatkozd korlat a
konstrukcid egyszeru kovetkezménye.

Topologiai konstrukcio: Brunn-lancok

Brunn-lancnak nevezink egy olyan nem trivialis lan-

V4 4 V4 4

cot, amely csupa trivialis csomokbdl (gyurikbol) all, és

Spivak kérdése
A. Spivak a Quantum magazin 1997. majus-juniusi szamaban [4] tlzte
ki a kovetkezo fejtorot ,Kulonos festmény” cimen: ,Dr. Smile rendelo-
jenek varotermeben egy kep log a falon. A kép kllonlegesséege abban
rejlik, ahogy fel lett akasztva. Dr. Smile egy helyett kettdo szdget vert a
falba, és ugy akasztotta fel rajuk a festmenyt, hogy ha barmelyik szoget
kihuzzuk, a festmeny leesik. Hogyan csinalta?”

barmely komponenset eltavolitva a maradék lanc trivi-
alissa valik (azaz szemeire esik szét).

Ha a képakaszto jaték szogeit projektiv egyeneseknek képzeljuk el,
kdnnyen belathatjuk, hogy az (1,n — 1)-jaték egy megoldasaban a sz6-
gek és a zsinor egyutt egy n-komponensd Brunn-lancot alkotnak; s
forditva: minden n-komponensu Brunn-lancbol megkaphatjuk az
(1,n — 1)-jatek legalabb egy (és legfeljebb n kiilonb6zo) megolda-
sat. A Brunn-lancok teljes klasszifikaciojat Milnor adta meg 1954-ben

Az altalanos kerdeés
Demaine és tarsai [1] fogalmaztak meg a jelenleg ismert legaltalano-

sabb formaban a problémat:

3].

Problema
Adott n sz0g a falban, és legyenek S, 5, ..., Sk az n sz0g halmazanak

tetszoleges részhalmazai. Hogyan akasszuk fel a képet az n szogre
ugy, a festmeny pontosan akkor essen le, ha a kihtuzott szogek halma-
za tartalmazza valamely S; halmazt?

(képek forrasa: Wikipedia és knotplot.com)

Specialisan ha az S; halmazok pontosan az 0sszes ¢-elemu részhal-
mazok, akkor (¢, n)-jatekrol beszéllink. Ezzel a terminoldgiaval Spivak
feladata az (1, 2)-jateknak felel meg.

Monoton Boole-fuggvenyek
Minden n szbgre torténo p felfzésre definialhatjuk a f,(ry,...,r,)
Boole-fliggvenyt, amely pontosan akkor ad vissza igaz ertéket, ha az

Reprezentacio szabad csoporttal
Szamozzuk meg a szogeket 1-t0l n-ig, és iranyitsuk a madzagot. Rep-
rezentalja x; azt, hogy a kotelet i. sz0g f0lott egyszer jobbra (az ora-
mutato jarasaval megegyezo iranyban) elvezetjuk, x; I pedig hogy bal-
ra (az 6ramutaté jarasaval ellenkezd iranyban) hizzuk el. Igy a kotél
egy felhurkolasat reprezentalhatjuk az x, x», ..., x, szimbdlumok altal
generalt szabad csoport egy elemeével [5]. Vilagos, hogy az egymas
mellé kerulo inverz elemek egyszerusithetoek, aminek a kotel szabad
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leflzodése felel meg a gyakorlatban.
o
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Az xlxzxflxg 'fizés (forras: [1])
A tovabbiakban egy felfuzés hosszan mindig az ot reprezentalo szo6
hosszat ertjuk.

igaz ertekeket kapod r; valtozokhoz tartozo x; szogeket kihtizva a kep
leesik. Vilagos, hogy az f,, Boole-fuggveny monoton: ha valamely he-
lyen igaz erteket vesz fel, akkor tovabbi r; valtozokat is igazra allitva az
értéke tovabbra is igaz marad.

2. Tetel (Demaine et al. [1], 2012)
Minden monoton Boole-fluggveny valamely p fuzeshez tartozo f, flugg-
veny.

Kovetkezmeny
Az altalanos Problémanak tetszoleges Sy, S, ..
tén van megoldasa.

., 5, részhalmazok ese-

A megoldasok hossza
A 2. Téetel bizonyitasabdl addodd moddszer altalaban n-ben exponen-
cialis hosszu megoldasokat ad. [1]-ben elégséges feltételt adtak ar-
ra, hogy egy monoton Boole-fliggveny polinomialis hosszusagu fu-
zéssel reprezentalhatd legyen, specialisan azt is igazoltak, hogy a
(k,n)-problemanak letezik polinomialis hosszusagu megoldasa.
Altaldban azonban mar az (1, n)-probléma legrévidebb megoldasanak
hossza sem ismert. Dumitrescu és Ghosh szamitogéppel igazolta,
hogy n < 5 esetén a fenti rekurziv modszer optimalis.

1. Tétel (Demaine et al. [1], 2012)
A fenti Problémanak tetszoleges n > 1 szégszam, és tetszoleges,
paronkent diszjunkt S, S,, ..., S, részhalmazok esetén letezik olyan
megoldasa, amely legfeljebb 2nk hosszu.

>

3. Tetel (Fulek és Avvakumov [2], 2017)
A (1, n)-jaték megoldasa legalabb n2 V'°&" hosszu.

Irodalom
[1] Demaine, E. D., Demaine, M. L., Minsky, Y. N., Mitchell, J. S. B., Rivest, R. L., and Patrascu, M.: Picture-Hanging

Kovetkezmeény
Az (1, n)-problémanak van legfeljebb 2n* hossz( megoldasa.

Puzzles, Theory of Computing Systems, 54(2012), 531-550.

[2] R. Fulek and S. Avvakumov: A picture hanging puzzle, Barany 70 Conference, Budapest, Rényi Institute 2017, https:
//www.youtube.com/watch?v=0TdOvudR3qQ

3] J. Milnor: Link Groups, Annals of Mathematics, 59 (1954): 177-195.

4] A. Spivak: Brainteasers B 201: Strange painting, Quantum, 3 (1997), p.13.

5] http://homepages.ulb.ac.be/~slanger/cg/2014/PictureHanging/picture_hanging.html

Vigh V., SZTE TTIK Bolyai Intézet, H-6720 Szeged, Aradi véftanﬁk tere 1, http://www.math.u-szeged.hu/tagok/vigvik



http://www.math.u-szeged.hu/tagok/vigvik
https://www.youtube.com/watch?v=OTdOvudR3qQ
https://www.youtube.com/watch?v=OTdOvudR3qQ
http://homepages.ulb.ac.be/~slanger/cg/2014/PictureHanging/picture_hanging.html
http://www.math.u-szeged.hu/tagok/vigvik

